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Exemples d'inversion d'intégrales doubles. 

Par Paul Appell. 



Je me propose d'indiquer ici quelques exemples élémentaires du mode 
d'inversion des intégrales multiples que j'ai énoncé dans une courte Note des 
Comptes Rendus (1 er février 1897). Je me bornerai au cas des variables réelles. 
L'extension aux variables imaginaires se fera en suivant la voie ouverte par 
M. Poincaré (Comptes Rendus, 25 janvier, 1886). 

I. — Soient xet y deux variables réelles, F(x, y) et <î> (x, y) 
deux fonctions symétriques de ces deux variables. Nous re- 
garderons x et y comme les coordonnées d'un point P par 
rapport à deux axes rectangulaires Ox et Oy . 

Soit M un point de coordonnées 
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Considérons les deux équations 



/ i F(x, y)dxdy = u, 
/ / <ï> (x , y)dxdy = v, 



l 



(i) 



les intégrales doubles étant étendues au rectangle OAMB . Ces intégrales sont 
des fonctions de a et h, de sorte que les équations (1) définissent a et & en fonc- 
tion de u et v. On peut se demander ce que doivent être les fonctions F(x, y) 
et <ï>(cc, y) pour que les deux quantités 

a + b , ab 

soient des fonctions uniformes de u et v, et chercher ensuite à étendre cette notion 
au cas où les variables seraient imaginaires. 
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Nous nous bornerons ici à donner des exemples simples dans lesquels cette 
inversion est possible. 

1°. Soient les deux équations 



/ / 2 {x-\-y) dx dy= u, 
J J dxdy 



= v . 



(2) 



En effectuant les intégrations étendues au rectangle OAMB on a immédiatement 

ab (a + b) = u, 
ab = v 

Donc a et b sont racines de l'équation du deuxième degré 

X* — X~ + v=0 

v 



dont les coefficients sont uniformes en m et v. 
2°. Soient 



/ / 2 (x + y) dx dy = u , 

S S 



(2 — x z y 3 ) dx dy 
s/xy (4 + x 3 ^) 3 






(3) 



La première relation donne 



ab (a + b) = « . 



La deuxième se transforme comme il suit. Intégrons d'abord par rapport à y : 
nous aurons à calculer 



ce qui est égal à 



,r»(2-xy)dy 

"o V xy (4 + a5 3 «/ 3 ) 3 



<£c 



sfb 



Vx \/4 + b 3 x 3 
Il reste ensuite à intégrer par rapport à a;, ce qui donne 



= v, 



ou encore 



r a */b dx 

•A) Vx*/4 + è 3 cc 3 



/foc 

T (foc) 3 
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On en tire, d'après les notations de Weierstrass 

^ = ^0,-1). 

Donc, enfin les deux équations (3) sont équivalentes aux deux suivantes 

— =- = f(v; 0, —1), 
ab 

ab (a -\-b) — u. 
Les quantités a et b sont donc racines de l'équation 

à coefficients uniformes en«et». 

Au lieu de supposer les intégrales (1) étendues à l'aire du rectangle OAMB, 
on peut les supposer étendues à une aire fermée dont la définition dépend d'une 
manière uniforme de la position du point M (a, b). 

Par exemple, on pourrait considérer les deux cercles passant par 0, par M et 
ayant respectivement leurs centres sur Ox et Oy. On étendrait ensuite les deux 
intégrales (1) à l'aire S commune à ces cercles. On pourrait également con- 
sidérer le cercle G décrit sur OM comme diamètre et étendre les deux intégrales 
à ce cercle G . Prenons ce dernier champ d'intégration G et écrivons les deux 
équations 

I I dxdy — u, 

I I (x + y) dx dy = v . 

Les coordonnées de M étant a et b, ces deux équations donnent 



On en déduit 
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et a et b sont racines de l'équation 

u vr n 

à coefficients uniformes en u et v. 

II. — On peut, plus généralement, prendre un champ d'intégration dont la 
définition dépend d'un nombre quelconque de paramètres, et écrire des équations 
d'inversion en nombre égal à celui des paramètres. Prenons, par exemple, pour 
champ d'intégration, un cercle quelconque du plan 

x z + y 2 — 2ax — 2by — c < . 

La définition de ce champ dépend de trois variables a, b , c . Considérons les 
trois équations 

I J dxdy = u , 

J J (x + y)dxdy = v , \- (4) 

/ / (x* + y 2 ) dxdy = w. 

D'après la théorie des centres de gravité et des moments d'inertie, on a immédi- 
atement les valeurs de ces trois intégrales étendues au cercle. 
Le rayon du cercle étant 





E=Va 2 -\-¥ + c, 


on a les trois équations 






7tB 2 = u, 




nR z {a + b) = v , 




2i 


on en tire 


1 z. V 
a + b— — , 

u 




u 2 




a? + & 2 + c = *- . 
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Les trois équations (4) définissent donc 

a + b, a? + b % , c, 

comme fonctions uniformes de u, v, w. 



